O MNOZENIU 


FUNKCYJ KOŁOWYCH I HIPERBOLICZNYCH 


NAPISAŁ 


W. TRZASKA 


(Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa Nauk Scisłych w Paryżu, dnia 21 Sierpnia 1877 roku.) 


sum 


Zadanie mnożenia funkeyj kołowych i hiperbolicznych, można uważać dzisiaj za zupełnie wy- 
czerpane a szczególnićj w przypadku mnożenia przez liczby całkowite, o którym właśnie ponizéj 
mówić będę. Jeżeli więc dotykam tego zadania to dla tego jedynie, że wzory jakie podaję, pomimo 
użytecznego ksztaltu i łatwości z jaką wyprowadzić, się dają, nie zwróciły zdaje mi się na siebie 
uwagi. 

Zamierzam między innemi podać dowód następującego twierdzenia : 


Jeżeli w wyznaczniku /s° stopnia (równym 1) 


1 6 5 QU.) LEEDS 
0; 4, a Y ; 0 0 0.0 
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2 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM X. 
podstawimy za a raz — 2dosk, drugi raz — 2doshk, następnie jeżeli za pierwszy, przedostatni i osta- 
tni składnik pierwszego wiersza pionowego, podstawimy w pierwszym razie kolejno to 


0,— 1, dosk toznowu 0,0, wstk 


i podobnie w drugim razie 
0, —1, doshk, oraz 0, 0, wsthź, 

to otrzymane w ten sposób cztery wyznaczniki /s° stopnia wyrażają odpowiednio 
dos/k, wstłk; dosh lk, wsth dk. 


Wzory stosują się i do / ujemnego, tylko trzeba zmienić znaki przed odpowiedniemi wyznacznikami 
wyrażającemi wstawy. 
Aby dowieść powyższego twierdzenia zwróć my uwagę naprzód na tożsamość oczywistą 
(1) : O=2!— (343121 13172 
z którćj (w przypuszczeniu że i oznacza pierwiastek dodatni drugiego stopnia z jedności ujemnéj 
a zaś e zasadę logarytmów naturalnych) przez kolejne podstawienie e* i e~ zamiast z i pamiętając 
że (') 
losk=1 (eri + ets] 
dosk =; te peti] 
(2) | 


A M. 
stk===— )eki— e- ki 
wsth ai W e \ 


otrzymamy 


0 = elki — 2dos kell—A)ki pelak, 
0 = elk —Ydosk el -1)ki -- e —(1—2)ki E 


przez 2 obie strony, lub téż odej- 


poczém dodając je do siebie odpowiedniemi stronami i dzieląc 
dzieląc obie strony otrzymane przez 


mując drugie równanie od pierwszego odpowiedniemi stronami i 
2i, wypada 
(3) 0=doslk— 2dosk dos(/ — 1)k --dos|/ — 2)k 
(4) 0—dos!k — 2dosk wst(/ — 1)k--wst (/—2)k. 

Podobnież podstawiając w tożsamości (ljek i e-* zamiast z i postępując tak jak wyżćj i pamiętając 
że (?) 
( 
y 


( 
dosh k=- j ek + e=k 


re — 


15 
| wsth k= 5 eb — e-* \ 


p 


(1) Trattato di Algebra superiore di Giovanni Novi, Parte prima Analisi algebrica. Firenze, Felice LE MONNIER, 


1863. 8-ka, stronic vi i458. Na stronicy 205, w wierszu 17. 
(2) Tamże, na stronicy 246, w wierszu 7. — Używam tu znakowania znakomitego MossorTI'ego przelłomaczywszy 
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O MNOŻENIU FUNKCYJ KOŁOWYCH I HIPERBOLICZNYCH. 3 
otrzymamy naprzód 
0=el* — 2doshk ell—1)k 4 el-2k 
0 = e—k — 2doshk ek e—l—%% 
a następnie 
(6) 0 = dosh/k—2doshk dos (/ — 1)k + dos h(/— 2\k 
(7) 0 = wsth/k: — 2doshk wsth(/ — 2)k-+-wsth(/—2)k. 


Widzimy więc ze wzorów (3), (4), (6), (7), że oznaczywszy dla krótkości — 2dos k, lub — 2doshA 
a przez a, zaś doslk, wst/k, dosh/k, lub wsth/k przez wi, cztery wspomniane wzory mają wspólny 
kształt. 


(8) 0= wip awii + Wia 
Ponieważ na mocy wzorów (2) i (5) jest 
dos0= 1, wst0=0, dosh0O=-1,  wsth0=0, 


przeto nadając we wzorze (8) na / wszystkie znaczenia całkowite dodatnie od uważanego laz do 2, 
otrzymamy układ równań : 


O= wi F a Wii F wee 


0= Wi- a wi -4 wı_3 
0= w- aw- w, 
—| lub0 = w + aw 
w, = Wy 


który rozwiązany względem w, dowodzi oczywiście twierdzenia w razie / dodatniego 


Ponieważ dostawy są funkcjami parzystemi a wstawy nieparzystemi, widoczném jest przeto, że 
gdy / jest całkowitą ujemną wzory nie ulegną żadnćj zmianie w razie dostaw, a przeciwnie w razie 
dla utrzymania wstaw równości, należy zmienić znaki wyznaczników odpowiednich. 


Twierdzenie jest więc w zupełności dowiedzioném, zrobię jednakże jeszcze tu kilka uwag ubocznych. 


takowe na język polski. Znakowanie to ogólnie dzisiaj przyjęte, posiada wielką zaletę że uwydatnia podobieństwo po- 
między funkcjami kołowemi i hiperbolicznemi, ale za to przedstawia niedogodność podobną do niedogodności znako- 
wania funkcyj kołowych, mianowicie rozwlekłość. Pożądanćm byłoby znakowanie zwięzlejsze tak dla funkcyj kolowych 
jako tézi dla hiperbolicznych, np. jednozgłoskowe, tak jak to zrobili dla fankeyj eliptycznych ABEL oraz pp. BRIOT i 
BOUQUET, a mianowicie : 

Ar), (r), ver), 
ub tćż p. DESPEYROUS 

S(z), C(z), R(3), 
które sprawiają że wzory stają się prawie trzy razy krótsze aniżeli gdy używa się rozwleklego znakowania JACOBrego 

sinamz, cosamz, Aamz. Es 
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4 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM X. 


I tak zwrócę uwagę naprzód, że tożsamość (1) prowadzi do ciekawej tożsamości 


0, —z-+:-', l; Disc can sn 0, 0, 0 

0, 1, 23472, ca ws 0, 0, 0 

0, 0, Ae = | 0, 0, 

0, 0, 0, I, Z! 0, 0, 0 

= 

0, 0, 0, Die org ET, dia 0 

0, 0; 0, dż 0; 1, —z+77', 1 
=e 0, 0, cre. |. i 0, 1, =z z! 

z, 0, 0, "PAZ y 0, 0, 1 


gdzie pierwsza strona jest wyznacznikiem 120 stopnia. Dodam następnie, że jeżeli we wzorach na 
dos/k i dos h/k podstawimy za ostatnie składniki pierwszego wiersza pionowego a mianowicie za dosk 
i doshk w pierwszym e*i lub e-* a w drugim el lub e-*, bo odpowiednie cztery wyznaczniki wyraża- 
jac funkcye elki, ẹ—lki, elk, e—lk, 


Co do wzorów (3), (4), (6), (7), to takowe można wyprowadzić z wzorów zasadniczych (!) 


(9) dos(hy + ka) = dosh, dos ka — wstk, wst ko 

(10) wst(ky-|- ky) = dosk, wst kz -+ wsth,doshy 

(11) dosh (k, + ks) = doshk, doshk+-- wsthk, wsthhy 
12) wsth(k, + ką) =doshk, wsth ka- wsthk, doshką 


w sposob prosty. Zakładając że k= k i ky = (/— 1)k jest odpowiednio 
dos/k =dos k dos (/—1)k —wstk wst(/—1)k 
wstlk = dosk wst (/— 1)k-E wstk wst(/ — 1)k 
dosh lk = dosh kdosh (/— 1)k + wsthk wsth(/ — 1)k 
wsth/k = doshkwsth(/ —1)k-E wsthk wsth(/— 1)k 


następnie zakładając we wzorach zasadniczych k= k, ką =(/ — 2)k, nadamy wyrazom drugim dru- 
gich stron ostatnich równań kolejno kształty 


— wstk f dosk wst(l — 2)k + wstk dos(/ — 2)k | =— dosk wstk wst(/—2)k— (wstk)? dos (/ — 2)k 
wstk { dosk dos(/— 2)k — wstk wst(1— 2)k |= dosk wstk dos(/ — 2)k — (wstk)*wst(/ — 2)k 
wsthk { dosh k wsth(¢—2)k-+-wsthk dosh(1—2)k } = doshk wsthk wsth(/—2)4--(wsth h)? dosh(1—2)% 


wsth 4 |doshk dosh(1—2)44-wsthkwsthk(1—2)k; =doshk wsthk dos hk(/—2)k+- (wsthk)?wsth(/—2)k 


(1) Tamże, na stronicach 198 do 200, 227 do 228, 245. 
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O MNOŻENIU FUNKCYJ KOŁOWYCH I HIPERBOLICZNYCH. 
lecz ponieważ (*) 
(wsth)? = — (dosh)? +1 
(wst hk)? =(dos hk)? — 1 
przeto drugie wyrazy drugich stron przedostatnich rownan zamieniaja sie odpowiednio na 
(dosk)? dos(/ — 2)k — dos(/ — 2)k 
(dosk)? wst(/— 2)k — wst(/— 2)k 
(doshk)?dosh(/ — 2)k — dos h(!—2)k 
(dos hk)? wsth(/— 2)k — wsth(/—2)k 
przez co otrzymamy ostatecznie 
doslk= dosk dos(/— 1)k+ dosk (dosk dos(1— 2)k — wstk wst(/ — 2)k ¡— dos (/— 2)k 
wst/k =dosk wst(/ — 1)k-+dosk | dosk wst(/—2)k-H wst wst(ł — 2)k | — wst(/ — 2)k 
dosh/k= doshk dosh(/ — 1)k + dosh k\dos hk dosh(/ — 2)k + wst hk wst h(1— 2)k } — dosh (/ — 2)k 
wsth/k=doshk wsth(/— 1)k-|- doshk | doshk wsth(/ — 2)k-+ wst hk dosh(/ — 2)k } — wst h (1 — 2)k 
zkad już wzory (3), (4), (6), (7) staja sie widocznemi. 


Nakoniec dodam, że gdy / > 1 można wyrazić wstawy przez wyznaczniki (/—1) stopnia. Dosyć 
bowiem rozwinąć odpowiednie wyznaczniki podług pierwszego wiersza pionowego, który jest zło- 
żony z samych zer z wyjątkiem ostatniego składnika, który jest wstk lub tóż wsthk, Otrzymujemy 
w ten sposób za pomocą wyznaczników (/ — 1) stopnia : 


wsth lk ——(—1) wst k | — 2dos k, 1:0, Mi OF Os 0, 0 
Geo, de 0; uu: 107 0; 0, 0 

0, 0, 0, 0,..., 0, 1, —2dos k, 1 

0, OO Or O 1, — 2dos k 

—wst Ik = —( — 1)! wsthk | —2doshk, 150 Onis 0, 0, 0 
1, —2doshk, 1, 0,..., 0, 0, 0, 0 

0, 0:0, Os 051; —2doshk, | 

0, 00,0, «: +; 0, 0, 1, —2doshk 


dla / dodatnego większego od 1, dla / ujemnego, należałoby zmienić znaki drugich stron. Dosta- 


(*) Tamże, na stronicach 205 wiersz 8i 246 wiersz 17. 
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6 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISLYCH W PARYZU. — TOM X. 


wom zas korzystnićj jest zostawić kształt wyznaczników leo stopnia, a mianowicie 


dos lk = 0, —2dosk, (UOR ZYD: 0, 0 
0, 1, 2dosk, 4440534050; 0, 0 

0, 0, DEU Ore 20,00, A=" 2d6sk, 1 

—1, 0, OOO AO DO, 1, — 2 dosk 

dosk, 0, 005055 «4,9040, 0, 1 

dos hlk = 0, —2doshk, OO 10,10: 0, 0 
0, 1, —2doshk, 4, 0,..., 0, 0, 0 

0, 0, 0, 0,0,..., 0. 1, —2doshk, 1 

—1, 0, OO Ona aa 10:40; 1, —2doshk 
dos hk, 0, VENTO ca 0:40: 0, 1 | 


i to dla wszelkiego / całkowitego dodatniego lub ujemnego z wyjątkiem / = 0, 


Twerdzenie wypowiedziane na początku niniejszćj pracy można łatwo przedstawić w innym kształ- 
cie, zastępując k odpowiednio przez 5 —k lub téz gih stosownie do tego czy chodzi nam o 


wzory dla funkcyj kołowych lub téż hiperbolicznych. Przekształcone twierdzenie można tak wysło- 
wić: 


Jeżeli w wyznaczniku 1% stopnia (wypisanym już poprzednio) podstawimy za a raz —2 wstk, drugi 
raz 2/wsthk, a następnie za pierwszy, przedostatni i ostatni składnik pierwszego wiersza pionowego 
podstawimy w pierwszym razie, to 


0, —1. wstk to znowu 0, 0, dosk 
j podobnież w drugim razie 
0, —1, —iwsthk oraz 0, 0, ¿doshk, 
to otrzymane w ten sposób cztery wyznaczniki ¿5° stopnia wyrażają odpowiednio w razie / parzystego 


l l 


1 i 
(= 1)? dos łk, —(—4)? wstlk, (— 1)? dosh łk, —(—1)? wsth łk, 
w razie zas / nieparzystego 


a. i i = 
(—1)% wstlk, (—1) * dosk, —(— 1) ?iwsthik, (4) 2 i dosh łk. 
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O MNOŻENIU FUNKCYJ KOŁOWYCH I HIPERBOLICZNYCH. 7 


W razie / ujemnego i parzystego należałoby zmienić znaki przy drugim i czwartym wyznaczniku 
w razie zaś / ujemnego i nieparzystego tylko przy pierwszym i trzecim. 


W razie gdy 1 różni się od jedności, można zniżyć wyznaczniki drugie i czwarte z le do /— 1° sto- 
pnia, rozwijając je podług składników pierwszego wiersza pionowego, albowiem z pomiędzy tych 
składników tylko ostatnie różnią się od zera. 
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